Approximation diophantienne dans les corps de series en plusieurs
  variables by Rond, Guillaume
ar
X
iv
:m
at
h/
05
05
67
9v
2 
 [m
ath
.A
G]
  2
3 S
ep
 20
05
APPROXIMATION DIOPHANTIENNE DANS LES CORPS
DE SÉRIES EN PLUSIEURS VARIABLES
GUILLAUME ROND
Résumé. We give here a result of diophantine approximation between
ON , the ring of power series in several variables, and the ompletion
of the valuation ring that dominates ON for the m-adi topology. We
dedue from this that the Artin funtion of a homogenous polynomial in
two variables is bounded by an ane funtion, whih an be interpreted
in term of a ojasiewiz inequality on the wedges spae.
1. Introdution
La motivation de et artile est d'étudier le problème de la divisibilité dans
l'anneau des séries formelles ou onvergentes en plusieurs variables, prob-
lème qui apparait dans l'étude des singularités d'un point de vue analytique.
Si x et y sont deux éléments de k[[T ]], nous avons toujours x/y ∈ k[[T ]]
ou y/x ∈ k[[T ]]. Cela vient du fait que k[[T ]] est un anneau de valua-
tion. La valuation onsidérée ii est la valuation m-adique, où m est l'idéal
maximal de l'anneau k[[T ]]. Dans le as des séries en plusieurs variables,
si x et y sont deux éléments de k[[T1, ..., TN ]], il est en général faux que
x/y ∈ k[[T1, ..., TN ]] ou y/x ∈ k[[T1, ..., TN ]]. Nous pouvons donner deux
exemples des onséquenes de e problème de manque de divisiblité :
Le premier est lié au problème des oins introduit par M. Lejeune-Jalabert
([LJ℄, voir aussi [Reg℄), que l'on peut résumer omme suit. Soit (X, 0) un
germe de singularité de surfae et soit (X, 0) sa désingularisation mini-
male. Un ar sur (X, 0) est la donnée d'un morphisme ϕ de (Spe k[[T ]], 0)
vers (X, 0), et un oin sur (X, 0) est la donnée d'un morphisme ϕ de
(Spe k[[T1, T2]], 0) vers (X, 0). Un ar peut toujours se relever sur un élaté
de (X, 0) de entre régulier si son point générique n'est pas inlu dans le
entre de l'élatement ('est-à-dire si son point générique peut se relever).
Cei déoule du ritère de propreté des morphismes propres, mais nous
pouvons le voir aussi à la main. Si l'anneau des fontions sur (X, 0) est
k{X1, ..., Xn}/(f1, ..., fp), un ar ϕ est la donnée de n séries x1(T ),..., xn(T )
qui vérient fi(x(T )) = 0 pour 1 ≤ i ≤ p. Si I = (x1, ..., xq) est le entre de
l'élatement et qu'il existe j ≤ q tel que xj(T ) 6= 0, nous pouvons, quitte à
réordonner les xj , supposer que
ord(xq(T ))) ≥ ord(xq−1(T )) ≥ · · · ≥ ord(x1(T )) 6= +∞
où ord est la valuation m-adique sur k[[T ]]. En l'origine de la arte x1 6= 0,
un relevé de ϕ est don donné par les séries
x1(T ), x2(T )/x1(T ), ..., xq(T )/x1(T ), xq+1(T ), ..., xn(T )
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Le problème des oins onsiste à savoir si un oin en position susamment
générale peut toujours se relever en un oin sur (X, 0). Un oin en posi-
tion "susamment générale" est un oin ϕ(T1, T2) tel que l'ar ϕ(T1, 0) soit
transversal au lieu singulier de (X, 0). En général un oin ne se relève pas
sur un élaté, du fait que si l'on peut ordonner les xj(T1, T2) à l'aide de ord,
la valuation m-adique sur k[[T1, T2]], nous ne pouvons eetuer la division
omme préédemment pour les séries en une variable.
Le seond exemple réside dans le omportement de la fontion de Artin
d'un idéal I de k[[T1, ..., TN ]][X1, ..., Xn]. Si I = (f1(X), ..., fp(X)), ette
fontion est la plus petite fontion numérique de N dans N qui vérie la
propriété suivante :
∀i ∈ N ∀x ∈ k[[T1, ..., TN ]]
n
tels que(
∀l fl(x) ∈ m
β(i)+1
)
=⇒
(
∃x ∈ x+mi+1 tel que ∀l fl(x) = 0
)
où m est l'idéal maximal de k[[T1, ...,, TN ]]. Son existene déoule de [Ar℄.
Si N = 1, la fontion de Artin de I est toujours bornée par une fontion
ane [Gr℄ et ela peut s'interpréter en terme d'inégalité de type ojasiewiz
sur l'espae des ars (f. [Hi℄ proposition 3.1 par exemple). La preuve de e
résultat déoule du fait que nous avons une inégalité β(i) ≤ 2β′(i) pour tout
i ∈ N, où β (resp. β′) est la fontion de Artin de I (resp. de l'idéal jaobien
de I vu omme un idéal de polynmes à oeients dans k[[T1, ..., TN ]]). Là
enore, ette majoration se montre en utilisant le fait que x divise y dans
k[[T ]] si ord(x) ≤ ord(y).
Si N ≥ 2, l'inégalité préédente est fausse, et la fontion de Artin d'un idéal I
omme préédemment n'est pas toujours bornée par une fontion ane [Ro℄.
Une question qui se pose alors naturellement est de savoir se qui se passe
quand on divise dans ON := k[[T1, ..., TN ]] (ou ON := k{T1, ..., TN} si k est
muni d'une norme). Plus préisément nous allons omparer l'anneau ON ave
le omplété de l'anneau de valuation qui domine ON pour la valuation m-
adique, qui lui est de la forme K[[T ]], ave K un orps. Nous allons donner ii
une manière d'appréhender e problème de manque de divisibilité, à l'aide
d'un théorème d'approximation diophantienne entre KN , le orps des séries
en plusieurs variables, et K̂N , son omplété pour la topologie m-adique.
Dans [Ro℄, nous avons montré qu'étudier le omportement de la fontion
de Artin des polynmes homogènes, à oeients dans l'anneau de séries
formelles ou onvergentes en plusieurs variables sur un orps k, dont le seul
zéro est (0, ..., 0), est équivalent à un tel problème d'approximation dio-
phantienne.
Nous montrons ii le théorème suivant (les notations sont données à la suite) :
Théorème 1.1. Soit z ∈ K̂N algébrique sur KN tel que z /∈ KN . Alors il
existe a ≥ 1 et K ≥ 0 tels que
(1)
∣∣∣∣z − xy
∣∣∣∣ ≥ K|y|a, ∀x, y ∈ ON .
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Nous utilisons alors e résultat pour montrer le théorème suivant qui donne
une réponse à une question qui nous a été posée par M. Hikel :
Théorème 1.2. Soit P (X, Y ) un polynme homogène en X et Y à o-
eients dans ON . Alors P admet une fontion de Artin bornée par une
fontion ane.
1.1. Notations. Soient N un entier positif non nul et k un orps ; nous
utiliserons les notations suivantes :
 ON est l'anneau des séries, en N variables, formelles k[[T1, ..., TN ]] ou
onvergentes k{T1, ..., TN} (si k est muni d'une norme) selon le as et
indiéremment.
 m est l'idéal maximal de ON et ord est la valuation m-adique sur ON .
Cette valuation dénit une norme | | sur ON en posant |x| = e
−ord(x)
et
ette norme induit une topologie appelée topologie m-adique.
 VN :=
{
x
y /x, y ∈ ON et ord(x) ≥ ord(y)
}
, l'anneau de valuation dis-
rète qui domine ON pour ord. Nous noterons m
′
son idéal maximal.
 Notons V̂N le omplété pour la topologie m-adique de VN . Nous avons
V̂N = k
(
T1
TN
, ...,
TN−1
TN
)
[[TN ]]. En eet et anneau orrespond au om-
plété de l'élatement le long de m de ON . Nous noterons m̂ l'idéal max-
imal de et anneau, ord l'extension de la valuation m-adique et | | l'ex-
tension de la norme assoiée.
 KN et K̂N sont respetivement les orps de frations de ON et de V̂N .
On peut remarquer que K̂N est le omplété de K pour la norme | |.
Remarque 1.3. Il existe une théorie de l'approximation diophantienne entre
le orps des polynmes en une variable et le orps des séries en 1 variables (f.
[La℄ pour une introdution), trés similaire à elle entre Q et R. La diérene
fondamentale entre l'approximation diophantienne que nous traitons ii et
elle entre Q et R réside dans le fait que les éléments non nuls de Z sont
de norme supérieure ou égale à 1, alors que les éléments non nuls de ON
sont tous de norme inférieure ou égale à 1. En partiulier il n'existe pas de
version du théorème de Liouville dans notre adre (f. remarque 1.4).
Remarque 1.4. Dans [Ro℄, nous avons donné une suite d'éléments xp ∈
K̂N , pour p ∈ N\{0, 1, 2}, de degré 2 sur KN , pour lesquels il existe up, k et
vp, k tels que
∣∣∣xp − uk, pvk, p
∣∣∣ = Cp|vk| p2−1 et ord(vp, k) tend vers +∞ ave k, où
Cp est une onstante qui dépend de p. Nous voyons don que, ontrairement
au as des nombres réels algébriques, la meilleure borne a telle qu'il existe K
ave ∣∣∣x− u
v
∣∣∣ > K|v|a, ∀u, v ∈ R
ne peut pas être bornée par le degré de l'extension de KN par x. Il n'existe
don pas de version du théorème de Liouville pour les extensions nies de
KN dans K̂N .
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Je tiens à remerier ii M. Hikel et M. Spivakovsky pour leurs onseils et
ommentaires à propos de e travail.
2. Preuve du théorème prinipal
Nous nous sommes inspiré là de la preuve de la proposition 5.1 de [Iz℄.
Nous utilisons en partiulier le théorème d'Izumi sur les Inégalités Complé-
mentaires Linéaires assoiées à l'ordre m-adique sur un anneau loal analy-
tiquement irrédutible (f. [Iz℄ et [Ree℄). Pour ela, nous allons tout d'abord
introduire les notations suivantes :
Soit z ∈ K̂N\KN algébrique sur KN . Soit Q(Z) un polynme irrédutible de
ON [Z] annulant z. Ce polynme engendre l'idéal des polynmes de KN [Z]
s'annulant en z. Nous pouvons érire Q(Z) = a0 + a1Z + · · · + adZ
d
ave
d ≥ 2. Nous noterons P (X, Y ) := a0Y
d+a1XY
d−1+· · ·+adX
d
. Considérons
les extensions suivantes :
ON −→ ON+1 −→ ON+1/(Q(Z)) = O
où ON+1 = k[[T1, ..., TN , Z]]. Notons ord la valuation (T1, ..., TN , Z)-adique
sur ON+1 qui étend la valuation ord dénie préédemment et ordO l'ordre
(T1, ..., TN , Z)-adique sur O. Considérons Q(Z), le terme initial de Q(Z)
pour la valuation ord sur ON+1. Nous avons alors
GrmOO =
(
GrmON ⊗k
(
k⊕ (Z)/(Z)2 ⊕ (Z)2/(Z)3 ⊕ · · ·
))
(Q(Z))
.
Tout d'abord, nous allons nous ramener au as où O est intègre et Q(Z) =
Zd. Nous serons alors sous les hypothèses du théorème d'Izumi que nous
pourrons don utiliser.
Pour tout u ∈ ON , nous notons Qu(Z) = u
dad−1d Q(Z/uad). Nous avons
Qu(Z) = a0u
dad−1d + a1u
d−1ad−2d Z + · · · + Z
d.
Le polynmeQu(Z) est dansON [Z], unitaire, et irrédutible omme polynme
deKN [Z] arQ(Z) est irrédutible. Don Qu(Z) est irrédutible dans ON [Z].
Fixons u de telle manière à e que Qu(Z) = Z
d
et tel que ord(u) ≥ 1 (il
sut de hoisir u d'ordre grand). Le polynme Qu(Z) est un polynme dis-
tingué ar ord(u) ≥ 1. Don Qu(Z) est irrédutible dans ON+1 ([To℄, lemme
1.7) et O est intègre. Les zéros de Qu(Z) dans K̂N sont les uadzi où les zi
sont les zéros de Q(Z) dans K̂N . Soit z un zéro de Q(Z) dans K̂N . Si nous
avons
∣∣∣xy − uadz∣∣∣ ≥ K|y|a, ∀x, y ∈ ON , alors nous avons ∣∣∣xy − z∣∣∣ ≥ K|uad| |y|a,
∀x, y ∈ ON .
Nous pouvons don supposer que O est intègre et que Q(Z) = Zd, e que
nous ferons à partir de maintenant.
Notons z1, ..., zp les diérentes solutions de Q(Z) autres que z dans K̂N ,
et xons x et y dans ON . Notons Z l'image de Z dans O.
Notons r := max{ord(z), ord(z − zk), k = 1, .., p} si p 6= 0 et r = ord(z)
sinon. Supposons que ord((x/y) − z) > r. En partiulier ord(x) − ord(y) =
ord(z). Notons C := ord(x)− ord(y) = ord(z).
Nous avons Y dQ
(
X
Y
)
= P (X, Y ). Or Q(Z) = 0 dans l'anneau O qui est
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intègre, don Q(T ) = (T − Z)(bd−1T
d−1 + bd−2T
d−2 + · · · + b0) dans O[T ],
et don P (X, Y ) = (X −ZY )(bd−1X
d−1 + bd−2X
d−2Y + · · ·+ b0Y
d−1) dans
O[X, Y ]. En développant l'expression préédente nous voyons que
bd−1 = ad
bi = ai+1 + Zbi+1, 1 ≤ i ≤ d− 2
b0 = −a0/Z
D'où
bi := Z
d−i−1
ad + Z
d−i−2
ad−1 + · · ·+ ai+1.
Notons
h := bd−1x
d−1 + bd−2x
d−2y + · · · + b0y
d−1.
Nous avons alors (x− Zy)h = P (x, y) dans O. Nous pouvons érire
h =
P (x, y)− a0y
d
x
+
P (x, y)− a0y
d − a1xy
d−1
x2
yZ + · · ·
+
P (x, y)− a0y
d − a1xy
d−1 − · · · − ad−1x
d−1y
xd
(yZ)d−1.
Notons
fi :=
P (x, y)− a0y
d − · · · − aix
iyd−i
xi+1
yi
Nous avons alors h = f0 + f1Z + · · ·+ fd−1Z
d−1
et les fi sont dans ON .
L'anneau O étant intègre, d'après le théorème d'Izumi [Iz℄, il existe deux
onstantes A ≥ 1 et B ≥ 0 telles que
(2) A(ordO(x− Zy) + ordO(h)) +B ≥ ordO(P (x, y)) ≥ ord(P (x, y)).
Deux as se présentent alors :
Cas 1 : Soit ord(P (x, y)) ≤ ord(a0y
d), et alors dans e as
(3) ord(P (x, y)) ≤ d ord(y) + ord(a0).
Cas 2 : Soit ord(P (x, y)) > ord(a0y
d). Soit g = g0 + g1Z + · · ·+ gd−1Z
d−1
ave les gi ∈ ON . Alors l'image de g dans GrmO est non nulle puisque Q(Z)
est de degré d en Z. Don ordO(g) = mini{ord(gi) + i}. En partiulier,
ordO(h) ≤ ord
(
P (x, y)− a0y
d
x
)
= d ord(y)− ord(x) + ord(a0).
D'autre part ordO(x−Zy) = min{ord(x), ord(y)+1}. Don, d'après l'équa-
tion (2), nous obtenons
ord(P (x, y)) ≤ Ad ord(y)−A ord(x)+A min{ord(x), ord(y)+1}+Aord(a0)+B.
Nous avons alors
(4) ord(P (x, y)) ≤ Ad ord(y) +Aord(a0) +B
Conlusion : Si ord((x/y) − z) > r, alors il existe deux onstantes, a et b
telles que
ord(P (x, y)) ≤ a ord(y) + b.
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Or P (x, y) = ydQ(x/y). Nous pouvons érire Q(Z) sous la forme
Q(Z) = R(Z)
p∏
k=1
(Z − zk)
nk .(Z − z)n
ave R un polynme de degré q en Z qui n'admet pas de zéro dans K̂N .
Nous avons alors ord(R(x/y)) ≥ c pour une onstante c indépendante de x
et de y ar ord(x/y) = C est xé. Comme ord((x/y) − z) > r, nous avons
ord((x/y) − zk) ≤ r. D'où
ord(Q(x/y)) ≥ c+
p∑
k=1
nkmin{ord(x/y), ord(zk)}+ n ord((x/y) − z)
≥ c+
p∑
k=1
nkmin{C, ord(zk)}+ n ord((x/y) − z).
Notons D = c+
∑p
k=1 nkmin{C, ord(zk)}. Nous obtenons alors
(a− d)ord(y) + b ≥ n ord((x/y)− z) +D
où enore ∣∣∣∣xy − z
∣∣∣∣ ≥ K|y|α
ave K := e(D−b)/n et α := (a − d)/n. Si ord((x/y) − z) ≤ r, nous avons
alors
∣∣∣xy − z∣∣∣ ≥ K ′ ave K ′ := e−r. Dans tous les as nous avons l'inégalité
voulue. 
3. Appliation à l'étude de fontions de Artin
Nous pouvons alors donner le résultat suivant :
Théorème 3.1. Soit P (X, Y ) un polynme homogène en X et Y à o-
eients dans ON . Alors P admet une fontion de Artin bornée par une
fontion ane.
Exemple 3.2. Soit Q(Z) ∈ ON [Z] un polynme unitaire n'ayant auune
raine dans ON . Par exemple Q(Z) = Z
d − T d+11 ou Q(Z) = Z
d − (T d1 +
T d+12 ). Dénissons P (X, Y ) := Y
dQ(X/Y ). Le polynme P est homogène en
X et Y et n'admet pas d'autre solution dans ON que (0, 0). Un tel polynme
admet don une fontion de Artin bornée par une fontion ane. Cei peut
s'énoner sous la forme suivante : il existe a et b deux onstantes telles que
∀x, y ∈ ON , ord(P (x, y)) ≤ amin{ord(x), ord(y)}+ b.
En notant |(x, y)| := max{|x|, |y|}, ei peut enore se réénoner en terme
d'inégalité de type ojasiewiz : 'est-à-dire qu'il existe K > 0 et a ≥ 1 tels
que
|P (x, y)| ≥ K|(x, y)|a, ∀x, y ∈ ON .
La preuve du théorème nous permet de dire que l'on peut hoisir α égal à d
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dans le premier as (ar Q(Z) n'a pas de zéro dans V̂N ). Dans le seond as
α est stritement plus grand que d ar Q(Z) admet des zéro dans V̂N .
Preuve : Soit P omme dans l'énoné et x, y ∈ ON . Quitte à renommer
les variables, nous pouvons supposer que ord(y) ≤ ord(x). Nous avons alors
P (x, y) = ydP
(
1,
x
y
)
.
Notons alors Q(Y ) le polynme P (1, Y ).
i) Supposons que Q n'a pas de raine dans V̂N . Comme V̂N est de la forme
K[[T ]] où K est un orps et T une variable formelle, d'après le théorème de
Greenberg (f. [Gr℄),Q admet une fontion de Artin bornée par une onstante
c et dans e as nous obtenons alors ord
(
P
(
1, xy
))
< c+ 1. Don
ord (P (x, y)) < d ord(y) + c+ 1 .
ii) Si Q a des raines dans V̂N , toujours d'après [Gr℄, Q admet une fontion
de Artin bornée par une fontion ane i 7−→ λi+ µ où λ ≤ d. Remarquons
que Q n'a qu'un nombre ni de raines ar V̂N est intègre. Soit z un zéro
de Q dans K̂N , plus prohe de x/y que tous les autres zéros de Q pour la
topologie m-adique. Comme i 7−→ λi+ µ majore la fontion de Artin de Q,
nous avons
ord
(
Q
(
x
y
))
≤ λ ord
(
z −
x
y
)
+ µ.
• Si z ∈ VN , alors z = u/v ave u et v dans ON premiers entre eux, et
ord
(
z −
x
y
)
= ord
(
uy − vx
vy
)
.
Don
ord (P (x, y)) ≤ (d− λ)ord(y) + λord(uy − vx) + (µ− λord(v)).
D'après le lemme d'Artin-Rees, il existe i0 ≥ 0 ne dépendant que de u et v,
tel que
(5) (u, v) ∩mi+i0 ⊂ (u, v)mi
pour tout entier i positif. Don si ord(uy−vx) ≥ i+i0, alors il existe ε1 et ε2
dans m
i
tels que uy−vx = uε1−vε2. En posant x = x−ε1 et y = y−ε1, alors
uy − vx = 0 et x− x, y − y ∈ mi. Nous hoisirons dorénavant une onstante
i0 pour laquelle l'inlusion (5) i-dessus est vériée pour tout (u, v), où u/v
est une raine de Q et u et v sont premiers entre eux. Comme Q n'a qu'un
nombre ni de raines, une telle onstante existe.
• Si z /∈ VN , d'après le théorème 1.1, il existe a et b tels que
ord
(
z −
x
y
)
≤ a ordy + b.
Don nous avons
ord(P (x, y)) ≤ λ ord
(
z −
x
y
)
+ dord(y) + µ ≤ (aλ+ d)ordy + λb+ µ.
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Nous pouvons faire le même raisonnement si ord(y) ≥ ord(x). Don dans
tous les as nous avons
ord (P (x, y)) ≤ Amin {ord(x), ord(y)}+B max
u/v zéro de Q
ord(uy − vx) + C
où A, B et C sont des onstantes, et u/v est un zéro de Q dans KN ave u
et v premiers entre eux dans ON .
Supposons que nous ayons ord(P (x, y) ≥ 2max{A, B}(i + i0) + C, alors
nous avons soit min {ord(x), ord(y)} ≥ i + i0 ≥ i, soit ord(uy − vx) ≥
i + i0. Dans le premier as, nous posons x = y = 0. Dans le seond as,
d'après le lemme d'Artin-Rees, il existe x et y tels que uy − vx = 0 et
x − x, y − y ∈ mi. Dans tous les as P (x, y) = 0 et x − x, y − y ∈ mi.
C'est-à-dire que P admet une fontion de Artin bornée par la fontion ane
i 7−→ 2max{A, B}(i+ i0) + C. 
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